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  مقاله

  يافته مروري بر روش مربعات ديفرانسيلي تعميم
 در مكانيك محاسباتي

  
  شاهرخ حسيني هاشمي، دانشيار دانشكدة مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

 مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران كميل خرمي، دانشجوي كارشناسي ارشد
komeil.khorami@gmail.com 

  
 

  چكيده
سازي معادلات حاكم و شرايط مرزي  منظور گسسته به 1يافته ربعات ديفرانسيلي تعميمروش م

و نيز محاسبة ضرايب وزني ارائه شده  2كار رفته، براي بهبود روش مربعات ديفرانسيلي به
دليل دقت و نرخ همگرايي بالا مورد توجه پژوهشگران  هاي اخير اين روش به است. در سال

وم قرار گرفته است. ماهيت روش مربعات ديفرانسيلي مشتق جزئي هاي گوناگون عل شاخه
باشد كه توسط مجموع وزني مقادير تابع در تمام نقاط  تابع يكنواخت نسبت به متغيري مي

گسسته در آن جهت تقريب زده شده است. ضرايب وزني مربوط به آن، به مسئلة خاصي 
تگي دارد. در اين روش نقاط شبكه مربوط نيست و تنها به نقاط شبكه و مرتبة مشتق بس

 صورت اختياري و بدون هيچ محدوديتي انتخاب شده است. به
  

)، ضرايب وزني، توابع تست، نقاط GDQ: روش مربعات ديفرانسيلي تعميم يافته (هاي كليدي واژه
  شبكه

  
  مقدمه

هـاي محاسـباتي،    همراه با پيشرفت روبه رشد ماشـين 
 حـل  اي جديد برايهروش توسعة تحقيقاتي نيز براي

 فيزيـــك و و مهندســـي علـــوم در مســـائل عـــددي
ــت ــاي فعالي ــوازي ه ــام م ــال انج ــت، در ح ــثلاً  اس م

هـاي دينـاميكي اغلـب     سازي بسـياري از سيسـتم   مدل
نيازمند يك روش حل عددي سريع براي مدل رياضي 

در  كاربرد كامپيوتر مثال ديگر،سيستم معادلات است. 

غالبـاً   نـك اطلاعـاتي  با است كه در آن فرايند طراحي
كامپيوترهاي بزرگ است و همچنـين   داري نگه نيازمند

هـاي طراحـي سـبب    احتمال اشـتباه در ورود پـارامتر  
شود. در چنين  كاهش دقت حل و افزايش زمان آن مي

ها، حل سريع عددي  مواردي با رفع نياز به پايگاه داده
تـر را   معادلات سيستم، تجزيه و تحليل دقيق و سـريع 

مربعات ديفرانسـيلي    روشه كند. اين مقاله ب ن ميممك
عنـوان يـك روش    تدريج به پردازد كه به مييافته  تعميم
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، در علوم 3حل عددي براي مسائل اوليه و مقدار مرزي
مهندسي و فيزيك مطـرح شـده اسـت. كـاربرد روش     

در منـابع موجـود، در    يافته مربعات ديفرانسيلي تعميم
ونقـل، مكانيـك    هاي حملدحوزة مسائل زيستي، فراين

هاي مكانيكي است.  سيالات، استاتيك و ديناميك سازه
ــي  ــا م ــين ادع ــت   همچن ــن روش قابلي ــه اي ــود ك ش

آوردن نتــايج دقيــق، بــا كمتــرين تــلاش در  دســت بــه
علـت پتانسـيل بـالاي روش     محاسبات را داراست. بـه 

توانـد جـايگزين خـوبي بـراي     مذكور، اين روش مـي 
  و اجزاء محدود باشد. هاي تفاضل محدودروش

نكتة ديگر بـراي اسـتفاده درسـت از ايـن روش نحـوة      
انتخاب نقاط شبكه است. همچنين توزيـع نقـاط دقـت    
ــي و    ــت، ســرعت همگراي ــين دق نقــش مهمــي در تعي

اي از كنـد. ايـن مقالـه خلاصـه    پايداري روش ايفا مـي 
مفهوم و كاربرد روش مذكور و مفاهيم اساسي رياضـي  

  آن است.
  

  يافته عات ديفرانسيلي تعميمروش مرب
  قاعده مربعات

يافتـه براسـاس آنـاليز     روش مربعات ديفرانسيلي تعمـيم 
تجزيـه و  اي مرتبـه بـالا و همچنـين     تقريب چندجملـه 

منظـور   بـه  تحليل فضاي برداري خطـي اسـتوار اسـت.   
تــــابع  DQآشــــنايي بــــا اســــاس رياضــــي روش 

),( yx شـود كـه حـوزة آن در    ميدر نظر گرفته
axصورت  يك دامنة مستطيلي به 0  وby 0 

شود كه در اين دامنه مقادير تـابع در  باشد. فرض ميمي
 1طـور كـه در شـكل     شبكة نقاط مشخص باشند. همان

نقطه در راستاي  Nyو  Nxشود، با قرار دادن  مشاهده مي
x  وyآيند. سپس مشتق جزئي وجود مي ، شبكة نقاط به

),(از تابع  rو مرتبة  xنسبت به  yx  در نقطةx=xi  و

صورت  ) بهx(هر خط موازي با محور  y=yjدر راستاي 
  شود.نوشته مي 1

xkj

N

k

r
ik

xx
r

r

NiA
x

x

i

,,2,1;
1

)( 

 



 )1(  

از تابع  sو مرتبة  yهمچنين مشتق جزئي نسبت به 
),( yx  در نقطةy=yi  و در راستايx=xj  هر خط)

 باشد.مي 2صورت  ) بهyموازي با محور 

yil

N

l

s
jl

yy
s

s

NjB
x

y

i

,,2,1;
1

)( 

 



 )2(  

r)(كه  طوري به
ikA  و)(s

jlB  ضرايب وزني است. همچنين
),( jiij yx باشد. مي  
 

  
  در دامنة مستطيلي بندي . شبكه1شكل 

  

قاعدة مربعات را براي مشتق تابع در  2و  1معادلات 
بسيار  DQدهد و براي روش نقاط گسسته نشان مي

نخست بايد  DQاساسي است. براي اجراي روش 
ضرايب وزني مشخص شوند. اين كار با تقريب توابع 

باشد. توابع  در جهت مختصات مربوطه عملي مي
روفند. اگرچه براي انتخاب تقريب به توابع تست مع

هاي متفاوتي وجود دارد، اما توابع تست گزينه
اي است. ترين آن انتخاب توابع تست چندجمله رايج

),(بنابراين تابع  yx شود:صورت نوشته مي به اين  

)()(),( yGxFyx     )3(  
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توابع تست در  G(x)و  F(x)كه در اين رابطه  طوري به
 باشند و داريم:مي yو  xهت ج

xNxxF ,,2,1;)( 1      )4(  

  و

yNyyG ,,2,1;)( 1      )5(  

، سيستم 2و 1در معادلة  5تا  3با جايگذاري معادلات 
  آيد: دست مي به 4معادلات وندرموند


 








x

i

N

k xx
r

r
r

ikk xx
Ax

1
1

)(1

))((
)( 

  

xNi ,,2,1,    )6(  

  و


 








y

j

N

l yy
s

s
s

jll yy
By

1
1

)(1

))((
)( 

  

yNj ,,2,1,    )7 (  

كاملاً واضح است كه براي توابع تست به اين شـكل،  
، براي هر مشتقي كه مرتبة آن بزرگتـر  5و  4معادلات 

يا مساوي تعداد نقـاط شـبكه باشـد، ضـرايب وزنـي      
باشند. از عبارات مذكور مشخص اسـت كـه   صفر مي

ــي  ــرايب وزنـ r)(ضـ
ikA  ــبكه ــاط شـ ــه نقـ ــا بـ ، تنهـ

xi Nix ,,2,1;   در بــازةax 0  .بســتگي دارد
نكتة قابل توجه اين است كه اين معادلات تنها بـراي  

تـوان  دستگاه كارتزين قابل استفاده نيستند، مـثلاً مـي  
ضرايب وزني را بـراي مشـتق نسـبت بـه مختصـات      

الاضـلاع نيـز    اريب براي استفاده در يك دامنة متوازي
)، همچنين براي مشتق نسـبت بـه   2شكل كار برد ( به

باشد نيـز  مختصات قطبي كه در يك حوزة قطاعي مي
  )3قابل استفاده است. (شكل 

  
  الاضلاع بندي در دامنة متوازي . شبكه2شكل 

  

  
  بندي در دامنة قطاعي، مدور و متحدالمركز . شبكه3شكل 

  
را به فرم  1توان معادلة  با توجه به قانون مربعات مي

  بازنويسي كرد. 8يسي ماتر

    j
r

j
r

x A  )()(   )8(  

كه  طوري به j  و j
r

x
)( ترتيب بردار ستوني  به

آن  rمربوط به هر تابع و مشتق مرتبة  Nxمقادير 
كار  به y=yjباشند، و براي نقاط شبكة واقع بر خط  مي
رود. همچنين مي )(rA  ماتريسNx×Nx  ضرايب وزني

باشد. همچنين با توجه به مي rمربوط به مشتق مرتبه 
 تعريف عملگر ديفرانسيل:









































xxxxx r

r

r

r

r

r

)1(

)1(

)1(

)1(

 

  را به فرم زير نوشت: 1توان معادلة مي

 
 







 x x

i

N

k

N

m
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r
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 
 

 
x xN

k

N

m
mjkm

r
ik AA

1 1

)1()1(   )9(  

ازگشتي توان روابط ببه آساني مي 9و  8از معادلات 
  دست آورد. زير را براي ضرايب وزني به

       )1()1()1()1()( AAAAA rrr    )10(  

مشـخص اسـت كـه بـا داشـتن       10با توجه به معادلـة  
ماتريس  )1(A     مربوط به ضرايب وزنـي مشـتق مرتبـة
توان ضرايب وزني مشـتقات مرتبـه بـالا را بـا     اول، مي

ضرب متوالي ماتريس  )1(A   .در خودش محاسبه كـرد
بودنـد،   xمربوط به مشتقات نسبت به  10تا  8معادلات 

 yبراي محاسبة روابط مربوط بـه مشـتقات نسـبت بـه     
  پذيرد.روشي مشابه با آنچه گفته شد، صورت مي

در مفهوم كلي، بحث مربعات به تقريـب انتگـرال يـك    
تابع توسط مجموع وزني خطي مقادير تابع در تعـدادي  

گـردد. نكتـة قابـل    ز نقاط شبكه در بازة انتگرال بـازمي ا
توجه اين است كه قانون مربعات براي مشتقات توابـع،  

صورت يك بسط مشابه با انتگـرال مربعـات    در واقع به
م معرفـي   1971] در سـال  5[ 5توسط بلمـن و كاسـتي  

),(براي تابع  xشده بود. انتگرال نسبت به متغير  yx 
  صورت است: به اين y=yjي هر خط رو

 



a

x

N

k
kjkj

x

Cdxyx
0

1

),(   )11(  

  x=xiروي خطوط  yو همچنين انتگرال نسبت به متغير 

 



b

y

N

l
illi

y

Ddxyx
0

1

),(   )12(  

 Ckقواعد انتگرال مربعات هستند كه  12و  11معادلات 
 yو  xترتيب ضرايب وزني انتگرال در راستاي  به Dlو 
و  11در معادلة  5الي  3معادلة  باشند. با استفاده ازمي
  توان نوشت:مي 12

  x

xN

k
kk NaCx ,,2,1;

1

1 


 



  )13(  

  و

  y

N

l
ll NbDy

y

,,2,1;
1

1 


 



  )14(  

، 14و  13، 2، 1قواعد مربعات كه در معادلات 
هاي خطي از همچنين ممكن است براي تركيب

مشتق و انتگرال توابع نيز مورد استفاده قرار گيرد، اما 
شود. در غير مستقل انجام ميفقط نسبت به يك مت

واقع ممكن است يك قاعدة مربعات به شكل 
نباشد، مثلاً در حالتي كه مشتق جزئي  2و  1معادلات 

srتركيبي از نوع 

sr

yx 
  )(

باشد. در هر صورت با  

هاي حساب ديفرانسيل و انتگرال، فرم تعريف عملگر
  توان به شكل زير نوشت:مذكور را مي

















 

jiji yx
s

s

r

r

yx
sr

sr

yxyx
,,

)(

 

 
 


x yN

k

N

l
kl

s
jl

r
ik BA

1 1

)()(   )15(  

  و همچنين براي انتگرال تركيبي

    
 


a

x

b

y

N

k

N

l
kllk

x y

DCdxdyyx
0 0

1 1

),(  )16(  

با استفاده از قاعدة مربعات بـراي مشـتقات بـا مراتـب     
متفاوت، ممكن است براي يـك معادلـة ديفرانسـيل در    
بازة حل، روش مربعات در نقاط شبكه نوشـته شـود، و   

معــادلات جبــري مرتبــه اول برحســب اي از  مجموعــه
آيـد. همچنـين   دسـت مـي   مقادير تابع در نقاط شبكه به

ممكن است معادلات مربعات مربوط به شـرايط مـرزي   
  ]. 6تشكيل شود[
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  ضرايب وزني و نقاط شبكه
وجـود دارد:   DQدو فاكتور بسيار مهم در دقـت حـل روش   

تـوان  نخست ضرايب وزني و ديگري انتخاب نقاط شبكه. مي
و  13، 7، 6با حل سيستم معادلات وندرموند مانند معـادلات  

هـاي  دست آورد. هرچند كه مـاتريس  ضرايب وزني را به 14
شـوند، در حقيقـت   شناخته مـي  6وندرموند ذاتاً به شرايط ايل

ل مستقيم معادلات كند ضرايب وزني كه با حتجربه ثابت مي
آيند، با افزايش تعـداد نقـاط شـبكه بـا     دست مي وندرموند به

آمده از  دست شوند. ضرايب وزني بهخطاي بيشتري مواجه مي
ــگ ] داراي دقــت بيشــتري 7) [1973( 7روش تحليلــي همين

نظـر از تعـداد و    باشند. ضرايب وزني ممكن است صـرف  مي
تـي خـوب، بـا    صورت مسـتقيم و بـا دق   محل نقاط شبكه، به

]؛ 9] و [8[1989، 8استفاده از فرمول صريح (كـوان و چانـگ  
سـبب   ]) محاسبه شوند. بـه 11] و [10[1992، 9شو و ريچارد

دقت بالا و مفيدبودن فرمول شو و ريچارد، در اين بخش اين 
 yارائـه شـده اسـت و بـراي متغيـر       xفرمول نسبت به متغير 

هـاي   د. درايـه بايسـتي انجـام شـو    xروشي مشـابه بـا متغيـر    
غيرقطري ماتريس ضرايب وزني مربوط به مشـتق مرتبـه اول   

  شوند:صورت بيان مي به اين
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هاي غيرقطري ماتريس ضرايب وزني مربـوط بـه   درايه
ــا اســتفاده از رابطــة  مشــتق  ــالاتر نيــز ب ــة دوم و ب مرتب

  شوند:بازگشتي زير محاسبه مي
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2)1( كه در آن  xNr هاي قطري باشد. درايهمي
  شوند:ماتريس ضرايب وزني به فرم زير نوشته مي
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1)1( كه وريط به  xNr  .بايد توجه شـود كـه   است
با داشتن ضرايب وزنـي مشـتق مرتبـة اول (بـا اسـتفاده از      

توان ضـرايب وزنـي مشـتق مرتبـة     )، مي20و  17معادلات 
دسـت آورد.   به 10دوم و بالاتر را از طريق رابطة بازگشتي 

در هر صورت محاسبة ضريب وزني با اين رابطـه، شـامل   
Nx ب و ضر(Nx-1) 2)باشد كـه در مجمـوع   جمع ميNx-

عمليات محاسباتي بايستي انجام شـود. از طـرف ديگـر     (1
شامل دو ضـرب، يـك تقسـيم و يـك      19رابطة بازگشتي 

عمليـات محاسـباتي    4باشـد؛ يعنـي در مجمـوع    تفريق مي
براي محاسبة هر ضريب وزنـي غيرقطـري لازم اسـت كـه     

باشــد. همچنــين مــي Nxايــن تعــداد عمليــات مســتقل از 
 (Nx-2)شـامل   20محاسبة ضرايب وزني قطري از معادلـة  

ــابراين مجمــوع عمليــات محاســباتي در   تفريــق اســت. بن
باشـد. در  مـي  10بسيار كمتر از معادلـة   20و  19معادلات 

علت كاهش خطاي  نتيجه با افزايش تعداد نقاط شبكه، و به
بـه  ، اين معـادلات نسـبت   20و  19گردكردن در معادلات 

  باشند.  از دقت بيشتري برخوردار مي 10معادلة 
ترين روش براي انتخاب نقاط دقت در دامنة  راحت

محاسباتي، انتخاب نقاط دقت با فاصلة برابر در راستاي 
 21صورت روابط  مختصات دامنة محاسباتي است كه به
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حال نشان  باشند. با اينمي yو  xترتيب در راستاي  و به
داده شده است كه توزيع غيريكنواخت نقاط دقت نتايج 

دهد. بهتري را نسبت به نقاط دقت با فاصلة مساوي مي
صورت آزمايشي  اگرچه چنين نقاطي ممكن است به

ما اساس منطقي نقاط شبكه، از انتخاب شوند، ا
شود. مثلاً هاي متعامد نتيجه مي ايهاي چندجملهصفر

صورت  آوردن نقاط شبكه به دست هاي بهيكي از روش
  است. 24و  23معادلات 
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ذكر است كه در حل مربعات ممكن است تعداد  لازم به
هاي مختصـاتي گونـاگون بـا هـم     نقاط شبكه در جهت

در حقيقــت ممكــن اســت در جهــات  متفــاوت باشــد.
مختصاتي گوناگون از توابع تست متفاوت استفاده شود. 
در ادامه توزيع نقاط دقت براي چندين حالـت بررسـي   
شده است. انواع توزيع نقاط دقت كه در اغلب مقالات 

  ]:6باشند[ صورت مي شود، به ايناستفاده مي
  نقاط دقت با فواصل مساوي (يا توزيع يكنواخت):
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  اي چبيشف نوع اولهاي چندجملهريشه
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  اي چبيشف نوع دومهاي چندجملهريشه
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  اي لژاندرهاي چندجملهريشه
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  10توزيع نقاط نمونة درجه دوم
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  لوباتو -گوس  –نقاط نمونة چبيشف 
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  گيري نتيجه
دليـل دقـت و نـرخ     گفتيم كه طي ساليان گذشته اين روش بـه 

هـاي گونـاگون    رايي بالا مورد توجه پژوهشگران در زمينههمگ
پرداخته اسـت كـه    GDQروش ه اين مقاله بقرار گرفته است. 

عنوان يك روش حل عددي بـراي مسـائل اوليـه و     تدريج به به
اسـت.   ، در علوم مهندسي و فيزيك مطرح شـده 11مقدار مرزي
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، در منابع موجود، در حوزة مسائل زيسـتي  GDQكاربرد روش 
ونقل، مكانيك سـيالات، اسـتاتيك و ديناميـك     هاي حملفرايند
شـود كـه روش   هاي مكانيكي اسـت. همچنـين ادعـا مـي    سازه

GDQ آوردن نتايج دقيق، با كمتـرين تـلاش در    دست قابليت به
در  در اين مقاله، نخست قاعدة مربعـات محاسبات، را داراست. 

ده شد كه بـراي  شرح و نشان داهاي گوناگون در دو راستا  دامنه
همـين   بايد ضرايب وزني تعيين شوند. بـه  GDQاجراي روش 

منظور توابع تست معرفي شدند. روابط مربوط به توابـع تسـت   
اي نوشته و سيستم معادلات وندرموند مربوط بـه آن  چندجمله

مشخص شد و براي هر مشتقي كه مرتبة آن بزرگتر يا مسـاوي  
فر بودنـد. همچنـين   تعداد نقاط شبكه بود، ضـرايب وزنـي ص ـ  

آوردن ضرايب وزني مراتب بـالا   دست مشخص شد كه براي به
توان از ماتريس ضرايب وزني مرتبة اول و روابط بازگشـتي  مي

ذكرشده استفاده كرد. علاوه بر اين از تأثير بسيار مهـم ضـرايب   
 GDQوزني و نقـاط شـبكه در دقـت و سـرعت نتـايج روش      

آوردن  دسـت  مهـم بـه   هـاي رايـج و  بحث شد و يكي از روش
ضرايب وزني براي مشتقات مرتبة اول، و با اسـتفاده از روابـط   
بازگشتي براي مراتب بالاتر، توضيح داده شد. نكتة ديگر بـراي  

نحوة انتخاب نقاط شبكه است.  GDQاستفاده درست از روش 
همچنين توزيع نقاط دقت نقش مهمي در تعيين دقت، سـرعت  

نحـوة محاسـبة    كنـد. ، ايفا ميGDQهمگرايي و پايداري روش 
 20و  19و نيز معـادلات   10ضرايب وزني با استفاده از معادلة 

  شرح داده و تأثير، سرعت و دقت روش دوم بررسي شد.
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